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SOMMARIO 

 
 

In questa memoria, dopo una breve introduzione di carattere ge-
nerale necessaria per inquadrare l’argomento, viene definito e 
analizzato nei suoi aspetti generali il formalismo lagrangiano dei 
sistemi discreti. Contrariamente all’impostazione solitamente a-
dottata, per affrontare l’argomento si è preferito utilizzare un 
approccio prettamente assiomatico e sistematico. Si è ritenuto in-
fatti che una tale impostazione possa chiarire al meglio le carat-
teristiche del formalismo in esame ed al tempo stesso consenta di 
evidenziarne in modo più preciso le differenze con altri formali-
smi ad esso affini, come ad esempio, il formalismo hamiltoniano 
dei sistemi discreti (trattato in un’altra memoria). Nella presente 
memoria, le principali peculiarità del formalismo lagrangiano 
dei sistemi discreti sono state raggruppate per affinità e vengono 
tutte completamente dimostrate, anche utilizzando più di una tec-
nica di dimostrazione. Ciò consente, fra l’altro, di inquadrare in 
un’unica stesura i diversi approcci che sovente si trovano in let-
teratura riguardo all’argomento in esame. Chiaramente, per ra-
gioni di brevità, nella presente memoria è fornita solo una intro-
duzione al formalismo lagrangiano dei sistemi discreti; in parti-
colare quindi non sono trattati i problemi analitici inerenti al 
formalismo stesso, come, ad esempio, la caratterizzazione delle 
proprietà formali dello spazio delle configurazioni e delle fasi e 
le relative conseguenze.  

 
  



  

  
 
 



1. INTRODUZIONE 
 
 Diremo genericamente che un sistema fisico Σ è un sistema discreto se l’evoluzione del suo sta-
to può essere rappresentata per mezzo di una funzione regolare XXKx →×:~  dove  ed 

sono dotati entrambi di una adeguata struttura matematica. Precisamente, si richiede che 
fissata in K la coordinata t ed in X le coordinate , l’evoluzione dello stato di Σ sia for-
nita per ogni dalla relazione: 

RK ⊆
NRX ⊆

Nxxx ...,,, 21

Xx ∈0

 
      con la condizione   );(~

0xtxx ii = );0(~
00 xxx ii =          (i = 1, 2, …, N) 1.1 

 
Nel seguito, l’insieme X dotato della adeguata struttura matematica ad esso associata, sarà detto 
spazio degli stati di Σ e rappresenterà Σ a tutti gli effetti.  
 
 Sia Σ un sistema discreto qualsiasi. Dalla definizione di sistema discreto ora data, risulta natura-
le assumere che a Σ possa essere associato un operatore  definito su una opportuna classe di fun-
zioni regolari , , , in modo tale che l’equazione: 

ΣŜ
YKy →:~ nRY ⊆ Nn ≤

 
 0~ˆ =Σ yS     1.2 
 
determini per ogni , tramite le sue soluzioni, l’evoluzione dello stato di Σ nel senso precisato 
dalla 1.1. Si assume che l’insieme Y sia dotato di una adeguata struttura matematica e che sia fissata 
una corrispondenza fra gli elementi di Y e gli elementi di X in modo tale che dalla conoscenza delle 
soluzioni della equazione 1.2 si possa ottenere l’evoluzione dello stato di Σ nel senso precisato dalla 
1.1. L’insieme Y dotato della adeguata struttura matematica ad esso associata sarà detto nel seguito 
spazio base di Σ e le equazioni 1.2 saranno indicate col nome di equazioni del moto di Σ. Lo spazio 
base può ovviamente coincidere con lo spazio degli stati.  

Xx ∈0

 
 Ammettendo valida l’impostazione sopra indicata, lo spazio base Y, la correlazione che lega gli 
elementi di Y a quelli dello spazio degli stati X consentendo di descrivere l’evoluzione dello stato di 
Σ per mezzo delle funzioni , e l’operatore , definiscono manifestamente un determinato forma-
lismo atto allo studio del sistema Σ: noi lo chiameremo un S

y~ ΣŜ
Σ-formalismo. Quando ad un sistema 

fisico discreto Σ può applicarsi un determinato SΣ-formalimo è uso dire che Σ è un SΣ-sistema. 
Chiaramente, solo il riscontro sperimentale può stabilire su ad un dato sistema fisico Σ può appli-
carsi o no un determinato SΣ-formalismo.  
 
 Nei prossimi paragrafi definiremo ed analizzeremo brevemente, illustrandone le principali pro-
prietà il cosiddetto formalismo lagrangiano che rientra nel caso generale di SΣ-formalismo sopra 
esposto e consente di studiare ampie classi di sistemi fisici discreti (detti per tale ragione sistemi la-
grangiani). 
 
 
2. DEFINIZIONE DEL FORMALISMO LAGRANGIANO 
 
 Nel formalismo lagrangiano lo spazio base Y è una varietà differenziabile di dimensione n detta 
spazio delle configurazioni, e lo spazio degli stati X è identificato con il fibrato tangente di Y ; esso 
è quindi  una  varietà  differenziabile di dimensione nN 2=  e viene detto spazio delle fasi. Sia  il YT
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fibrato tangente di Y e . Il formalismo lagrangiano è completato introducendo una funzione 
reale di classe  definita su , detta lagrangiana: 

RK ⊆
2C KTY ×

 
  2.1 RKTL Y →×:
 
ed il corrispondente funzionale S[L], detto integrale d’azione. Si assume infine, che le equazioni del 
moto si ottengano dal funzionale S[L] per mezzo del cosiddetto principio di azione stazionaria, cioè 
imponendo, nel senso del calcolo delle variazioni, l’annullamento della variazione prima di S[L]: 
 
 0][ =LSδ  2.2 
 
 Indichiamo con jq , j = 1, 2, …, n, le coordinate fissate in Y : esse prendono il nome di coordi-
nate lagrangiane o coordinate generalizzate del sistema. In  risultano così fissate le coordinate 

 e se si assume: 
YT

),( jj qq
 

 
td

qdq
j

j =          (j = 1, 2, …, n), 2.3 

 
fissiamo in K la coordinata t. Le quantità sono dette velocità generalizzate corrispondenti alle 
coordinate lagrangiane  e la variabile t è identificata col tempo.  Allora  e per de-
finizione si ha: 

jq
jq ),,( tqqLL jj=

 

       2.4 ⎮⌡
⌠=

2

1

),,(][

t

t

jj tdtqqLLS

 
dove  sono valori arbitrari di t  da considerarsi costanti; si assume . 21, tt 12 tt >
 
 Le equazioni del moto si ottengono imponendo al funzionale 2.4 la condizione di stazionarietà 
2.2, sotto le ipotesi: 
 
      ;                (j = 1, 2, …, n) 2.5 0)( 1 =tq jδ 0)( 2 =tq jδ
 
Esse, applicando note formule del calcolo delle variazioni, risultano le seguenti e vengono dette e-
quazioni di Lagrange: 
 

 0=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

jj q
L

q
L

td
d           (j = 1, 2, …, n) 2.6 

 
Le 2.6 definiscono esplicitamente l’operatore  introdotto tramite la 1.2. Come si vede, nel conte-
sto in esame esso risulta caratterizzato dalla funzione L. Per risolvere un problema concreto, alle 
equazioni 2.6 devono essere associate condizioni iniziali della forma seguente: 

Ŝ

 
       ;                 (j = 1, 2, …, n) 2.7 jj qq 0)0( = jj qq 0)0( =
 
con  valori costanti jj qq 00 ,  (arbitrari  o  soggetti  ad  opportune  restrizioni)  che, per  l’ipotesi  assunta  
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circa la natura dello spazio delle fasi X, rappresentano lo stato  iniziale  del sistema. Sia )(tq j  la so-
luzione del problema differenziale 2.6 – 2.7 (supposta esistente ed unica). Allora l’evoluzione dello 
stato del sistema a partire dallo stato  è fornita dalla coppia (),( 000

jj qqx = )(),( tqtq jj ).  
 
 
3. INVARIANZE INTRINSECHE DEL FORMALISMO LAGRANGIANO 
 
 Il formalismo lagrangiano presenta due importanti invarianze intrinseche, cioè proprie del for-
malismo. Si può dimostrare infatti che: 
 
(1) Le equazioni del moto corrispondenti ad una assegnata lagrangiana L mantengono la forma    

2.6 qualunque siano le coordinate fissate nello spazio delle configurazioni Y.  
 
(2) Le equazioni del moto corrispondenti ad una assegnata lagrangiana L non cambiano se alla fun-

zione L si somma la derivata totale rispetto a t di una qualunque funzione differenziabi-
le . RKYF →×:

 
 La proprietà (1) significa che se nello spazio delle configurazioni si esegue il cambiamento di 
coordinate  con conseguente variazione delle velocità generalizzate  e cambia-
mento di forma della lagrangiana , allora le equazioni del moto subiscono la seguente tra-
sformazione: 

jj qq '→ jj qq '→
'LL →

 

 0=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

jj q
L

q
L

td
d     →     0

'
'

'
'

=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

jj q
L

q
L

td
d       (j = 1, 2, …, n) 3.1 

 
Esse mantengono quindi la forma 2.6. Si noti che l’invarianza della forma 2.6 delle equazioni del 
moto rispetto al cambiamento di coordinate lagrangiane  rappresentata dalla 3.1, non signi-
fica però che esplicitamente le equazioni del moto siano identiche nelle variabili  e . Di ciò è 
facile rendersi conto con un calcolo diretto.  

jj qq '→
jq jq'

 
 La proprietà (2) significa invece che la funzione lagrangiana non è in pratica univocamente de-
finita. Si noti che nel caso ora in esame, in cui si utilizzano sempre le medesime coordinate lagran-
giane , le equazioni del moto sono esplicitamente le medesime sia che si usi la lagrangiana L che 
la lagrangiana ottenuta sommando ad L la derivata totale rispetto a t di una qualunque funzione dif-
ferenziabile . 

jq

RKYF →×:
 
Dimostrazione della proprietà (1) 
 
 Per dimostrare la proprietà (1) consideriamo il seguente cambiamento invertibile di coordinate 
nello spazio delle configurazioni: 
 
  ),...,,,(' 21 tqqqfqq njjj =→            (j = 1, 2, …, n) 3.2 
 
Chiaramente, come conseguenza del cambiamento di coordinate 3.2: 
 
   3.3 )),,(),,((),','('),,( ttqftqfLtqqLtqqL kjkjjjjj =→
 
dove con  si sono indicate le inverse delle funzioni jf jf , e conseguentemente: 
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   3.4 ]'[][ LSLS →
 
dove, per definizione: 
 

   3.5  ⎮⌡
⌠=

2

1

),','(']'[

t

t

jj tdtqqLLS

 
Applicando al funzionale  la condizione di stazionarietà 2.2, si ottengono le seguenti equazio-
ni del moto: 

]'[LS

 

 0
'
'

'
'

=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

jj q
L

q
L

td
d             (j = 1, 2, …, n) 3.6 

 
Le equazioni del moto in termini della funzione 'L  che rappresenta la funzione L rispetto alle coor-
dinate lagrangiane , risultano quindi analoghe a quelle in termini della funzione L e la proprietà 
(1) è dimostrata.   

jq'

 
Dimostrazione della proprietà (2) 
 
 Per dimostrare la proprietà (2) consideriamo la funzione RKTL Y →×:'  così definita: 
 

  ),(),,(),,(' tqF
td

dtqqLtqqL iiiii +=  3.7 

 
e scriviamone il corrispondente integrale d’azione. Si ha: 
 

  =⎮⌡
⌠+⎮⌡

⌠=⎮
⌡

⌠
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= dttqF

td
ddttqqLdttqF

td
dtqqLLS

t

t

i

t

t

ii

t

t

iii

2

1

2

1

2

1

),(),,(),(),,(]'[  

 

                     3.8 12][),(][
2

1

FFLStqFdLS

t

t

i −+=⎮⌡
⌠+=

 
dove si è posto , .  )),(( 222 ttqFF i= )),(( 111 ttqFF i=
 
Ma allora, essendo  ed  delle costanti, risulta: 2F 1F
 
  ][]'[ LSLS δδ =  
 
e di conseguenza le equazioni del moto corrispondenti alla lagrangiana 'L  risultano identiche alle 
equazioni del moto corrispondenti alla lagrangiana L. La proprietà (2) è quindi dimostrata.  
 
Le due proprietà intrinseche del formalismo lagrangiano ora dimostrate ed in particolare la proprietà 
(2) possono essere opportunamente sfruttate per la soluzione di problemi concreti.  
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4. IL TEOREMA DI NOETHER – LEGGI DI CONSERVAZIONE 
 
 Il teorema di Noether stabilisce un legame tra l’invarianza del funzionale S[L] a seguito 
dell’azione di un gruppo di trasformazioni agenti sulle coordinate lagrangiane ed il tempo, e la esi-
stenza di determinate leggi di conservazione proprie del sistema. Il teorema è importante non solo 
perché consente di individuare le leggi di conservazione corrispondenti ad una determinata lagran-
giana ma anche perché consente di stabilire dei criteri di selezione sulla forma della lagrangiana af-
finché risultino verificate assegnate legge di conservazione.  
 
 Ricordiamo innanzitutto il concetto di gruppo di trasformazioni differenziabili ad un parametro 
(o differomorfismo ad un parametro). Sia Z un insieme dotato di struttura matematica opportuna e 

 una famiglia monoparametrica di trasformazioni su Z : },{ RagG aa ∈=
 
  '        ,      4.1 zz

ag
→ Zzz ∈', aa Gg ∈

 
La famiglia  è detta un gruppo di trasformazioni di parametro a su Z, se per ogni aG Zz ∈  si ha: 
 
   4.2 zzg =)(0

 
         )())((

2121
zgzgg aaaa += Raa ∈∀ 21,  4.3 

 
Supponiamo che  soddisfi alle condizioni 4.2 – 4.3 per cui  sia un gruppo di trasformazioni di 
parametro a su Z. Allora operativamente l’azione degli elementi di  sugli elementi di Z è ottenuta 
per mezzo di una funzione 

aG aG

aG
ZRZ →×:γ  secondo la legge seguente: 

 
  );(' azzz

ag
γ=→  4.4 

 
Il gruppo di trasformazioni  è detto un gruppo di trasformazioni differenziabili (o un differomor-
fismo) se γ  è una funzione differenziabile. Nel caso dei gruppi di trasformazioni differenziabili è 
possibile dare una semplice caratterizzazione delle cosiddette trasformazioni infinitesime del grup-
po, cioè le trasformazioni individuate da un valore di a prossimo a zero. Infatti, se  possia-
mo scrivere: 

aG

1|| <<a

 

  +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=→

=

aaz
da
dzzz

a
ga 0

);()0;(' γγ  4.5 

 
e quindi, avvalendosi della proprietà 4.2, risulta che per le trasformazioni infinitesime vale la se-
guente rappresentazione: 
 

  a
da
dzzz

a
ga 0

'
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=→

γ  4.6 

 
Dopo avere brevemente introdotto la nozione di gruppo di trasformazioni differenziabili, siamo in 
grado di enunciare e dimostrare il teorema di Noether (per i sistemi discreti). Esso, come si è detto, 
può anche essere utilizzato per costruire col formalismo lagrangiano dei modelli matematici di si-
stemi fisici in cui risultino soddisfatte determinate leggi di conservazione.  
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Teorema 4.1  Teorema di Noethet (per i sistemi discreti) 
 
Sia )(tq j , j = 1, 2, …, n, la soluzione delle equazioni del moto 2.6 corrispondente ad arbitrarie con-
dizioni iniziali 2.7 e  un gruppo di trasformazioni differenziabili di parametro a che 
agisce sulle coppie ordinate 

},{ RagG aa ∈=

)),(( ttq j . Supponiamo che l’azione degli elementi di avvenga nel 
modo seguente: 

aG

 
  );));((...,)),;(()),;((()'(')( 21 aatqatqatqtqtq njj

g

j

a

φφφΦ=→         (j = 1, 2, …, n) 4.7 

 
  );(' attt

ag
ϕ=→  4.8 

 
dove jΦ , φ  e ϕ  sono funzioni differenziabili, e poniamo: 
 

  ⎮⌡
⌠

⎮⌡
⌠ −=

2

1

2

1

))(),(,());));(((),;));(((),;((][

'

'

t

t

jj

t

t

kjkj
a dttqtqtLdtaatqaatqatLLS φΦφΦϕδ  4.9 

 
Allora, se per ogni elemento di  risulta: aG
 
 0][ =LSaδ  4.10 
 
la grandezza: 
 

 
00 ==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

=
a

j

j
a

j
j ad

d
q
L

ad
dLq

q
LJ Φϕ  4.11 

 
è una costante del moto.  
 
Dimostrazione 
 
Osserviamo innanzitutto che la condizione 4.9 rappresenta l’invarianza in forma dell’integrale 
d’azione per le trasformazioni del gruppo . Dobbiamo dimostrare che tale invarianza implica 
l’integrale del moto 4.11 e a tale scopo riferiamoci alle trasformazioni infinitesime di , la cui a-
zione può essere schematizzata nel modo seguente:  

aG

aG

 
  j

a
jj

g

j qtqtqtq
a

δ+=→ )()'(')(           (j = 1, 2, …, n) 4.12 

 
  tttt aga

δ+=→ '  4.13 

 
dove, conformemente alla 4.6: 
 

 a
ad

dq
a

j
j

a
0=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

Φδ         ;         a
ad

dt
a

a
0=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ϕδ            (j = 1, 2, …, n  ; ) 4.14 1<<a

 
E’ evidente che sotto l’azione di una trasformazione infinitesima di : aG
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 LtqtqtLtqtqtLtqtqtL a
jjjj

g

jj

a

δ+=→ ))(),(,())'('),'(','())(),(,(  4.15 

 
Utilizzando la 4.13 e la 4.15, dalla 4.9 si ottiene allora che nel caso in esame ][LSaδ  risulta fornito 
dalla seguente espressione, nella quale per determinare gli integrali a secondo membro è sufficiente 
considerare solo i termini contenenti linearmente le variazioni: 
 

 ⎮⌡
⌠

⎮⌡
⌠ −+⎮⌡

⌠=

+

+

+

+

2

1

2

1

2

1

))(),(,())(),(,(][

t

t

jj

tt

tt

a

tt

tt

jj
a dttqtqtLdtLdttqtqtLLS

a

a

a

a

δ

δ

δ

δ

δδ  4.16  

 
Poiché, a meno di infinitesimi di ordine superiore:  
 

 ⎮⌡
⌠+⎮⌡

⌠=⎮⌡
⌠
+

+

2

1

2

1

2

1

)())(),(,())(),(,())(),(,(

t

t

a
jj

t

t

jj

tt

tt

jj dtt
td

dtqtqtLdttqtqtLdttqtqtL
a

a

δ

δ

δ

 4.17 

 

  4.18 ⎮⌡
⌠

⎮⌡
⌠ =

+

+

2

1

2

1

t

t

a

tt

tt

a dtLdtL
a

a

δδ

δ

δ

 
la 4.16 fornisce per ][LSaδ  l’espressione seguente alla quale nel seguito dovrà farsi riferimento per 
dimostrare il teorema: 
 

 ⎮⌡
⌠

⎮⌡
⌠ +=

2

1

2

1

)())(),(,(][

t

t

a
jj

t

t

aa dtt
td

dtqtqtLdtLLS δδδ  4.19  

 
Scriviamo ora formalmente: 
 
 )()(')(')'(')()'(' tqtqtqtqtqtqq jjjjjjj

a −+−=−≡δ  4.20 
 
e poniamo: 
 
 )(')'(' tqtqq jjj

a −=δ  4.21 
 
 )()('~ tqtqq jjj

a −=δ  4.22 
 
Allora, essendo, in virtù della 4.13 e della 4.22:  
 

 tq
td

dt
td
qdtqtq

td
dt

td
qdq a

j
aa

j

a
j

a
j

a

j
j

a δδδδδδδ )~()~)(('
+=+==  4.23 

 
possiamo scrivere, trascurando come è lecito gli infinitesimi di ordine superiore: 
  
 tqqq a

jj
a

j
a δδδ +=

~  4.24 
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Si noti che la variazione j
aqδ~  è di fatto incognita però, come vedremo, questa circostanza è irrile-

vante in quanto j
aqδ~  serve solo in passaggi intermedi.  

 
Analogamente alla 4.24, si può poi scrivere: 
 

 t
td

dLLL aaa δδδ +=
~  4.25 

 
dove: 
 

 j
aj

j
aja q

q
Lq

q
LL δδδ ~~~

∂
∂

+
∂
∂

=  4.26 

 
mentre: 
 

 
t
Lq

q
Lq

q
L

td
Ld j

j
j

j ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  4.27 

 
Poiché derivando nella 4.22 ambo i membri rispetto a t si ottiene: 
 

 )~(~ j
a

j
a q

dt
dq δδ =  4.28 

 
dalla 4.26 segue che: 
 

 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

= j
aj

j
aj

j
aj

j
aj

j
aja q

q
L

dt
dq

q
L

dt
dq

q
Lq

dt
d

q
Lq

q
LL δδδδδδ ~~~)~(~~  

 

        ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= j
aj

j
aj

j
ajj q

q
L

dt
dq

q
L

dt
dq

q
L

dt
d

q
L δδδ ~~~  4.29 

 
Nell’ultimo passaggio della 4.29 si è tenuto conto del fatto che le )(tq j  sono per ipotesi le soluzioni 
delle equazioni del moto e quindi soddisfano identicamente alle 3.6. Così, avvalendoci della 4.24 
per eliminare l’indeterminata j

aqδ~ , possiamo concludere che: 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= )(~ tqq
q
L

dt
dL a

jj
aja δδδ  4.30 

  
Utilizzando nella 4.25 l’espressione di  ora ottenuta, si perviene allora alla seguente espressione 
per la variazione 

Laδ~

Laδ : 
 

 t
td

dLtqq
q
L

dt
dL aa

jj
aja δδδδ +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= )(  4.31 

 
e di conseguenza dalla 4.19 si trae: 
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 ⎮⌡
⌠ +⎮

⌡

⌠
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎮⌡
⌠

⎮⌡
⌠ +=

2

1

2

1

2

1

2

1

)()(][

t

t

a

t

t

a
jj

aj

t

t

a

t

t

aa dtt
td

dLdttqq
q
L

dt
ddtt

td
dLdtLLS δδδδδδ  

 

                     ⎮⌡
⌠

⎮
⌡

⌠
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎮⌡
⌠+

2

1

2

1

2

1

)()()(

t

t

a

t

t

a
jj

aj

t

t

a dttL
td

ddttqq
q
L

dt
ddtt

td
dL δδδδ  4.32 

 
ovvero, in definitiva (raccogliendo anche un segno “meno” a secondo membro): 
 

 ⎮
⌡

⌠
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

−=

2

1

][

t

t

j
aja

j
ja dtq

q
LtLq

q
L

dt
dLS δδδ  4.33 

 
Avvalendosi delle 4.14 si ha quindi per ][LSaδ  la seguente espressine:  
 

 ⎮
⌡

⌠

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

−=
==

2

1

00

][

t

t
a

j

j
a

j
ja dta

ad
d

q
L

ad
dLq

q
L

dt
dLS Φϕδ  4.34 

 
Ciò mostra che se 0][ =LSaδ  per ogni valore di a, la grandezza: 
 

 
00 ==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

=
a

j

j
a

j
j ad

d
q
L

ad
dLq

q
LJ Φϕ  4.35 

 
è una costante del moto. Il teorema è quindi dimostrato.  
 
 
 Applichiamo ora a titolo d’esempio il teorema di Noether ora dimostrato a due casi particolar-
mente significativi; quello della cosiddetta traslazione delle coordinate lagrangiane e quello della 
cosiddetta traslazione del tempo. 
 
Traslazione delle coordinate generalizzate (conservazione dell’impulso generalizzato) 
 
Supponiamo che l’azione del gruppo  sia definita dalle seguenti relazioni: aG
 
 atqtqtq j

k
jj

g

j

a

δ+=→ )()'(')(            (k valore assegnato fra 1, 2, …, n) 4.36  

 
  4.37 ttt

ag
=→ '

 
dove nella 4.36  rappresenta il simbolo delta di Kronecker. Allora si ha: j

kδ
 

 j
k

j
k

j
j

atq
ad

d
ad

d δδΦ
=+= ))((      ;     0)( == t

da
d

da
dϕ  4.38 
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e dalla 4.11 segue che nel caso in esame è una costante del moto la grandezza: 
 

 k
k

q
Lp

∂
∂

=  4.39 

 
manifestamente associata alla coordinata lagrangiana . Le grandezze  definite genericamente 
dalla relazione: 

kq jp

 

 j
j

q
Lp

∂
∂

=          (j = 1, 2, …, n) 4.40 

 
sono dette momenti cinetici coniugati alle coordinate lagrangiane  o anche impulsi generalizzati. 
Come abbiamo dimostrato, il momento cinetico coniugato alla coordinata lagrangiana  è una 
costante del moto qualora l’integrale d’azione S[L] sia invariante sotto l’azione del gruppo  ca-
ratterizzato dalle 4.36 – 4.37. Al fine di stabilire quali condizioni debbono essere soddisfatte dalla 
lagrangiana L affinché  sia una costante del moto, deriviamo rispetto al tempo ambo i membri 
della 4.39. Si ha: 

jq
kp kq

aG

kp

 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= k

k

q
L

td
d

td
pd  4.41 

 
Ma la funzione )(tq k  è per ipotesi una soluzione delle equazioni del moto del sistema e quindi: 
 

  kk q
L

q
L

td
d

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂  4.42 

 
Possiamo perciò concludere che: 
 

  k

k

q
L

td
pd

∂
∂

=  4.43 

 
Ne segue che l’impulso generalizzato  è una costante del moto solo se la lagrangiana L non con-
tiene la coordinata generalizzata .  

kp
kq

 
Traslazione del tempo (conservazione dell’energia totale) 
 
Supponiamo che l’azione del gruppo  sia definita dalle seguenti relazioni: aG
 
  )()'(')( tqtqtq jj

g

j

a

=→        4.44 

 
   4.45 attt

ag
+=→ '

 
Allora si ha: 
 

  0))(( == tq
ad

d
ad

d j
jΦ      1)( =+= at

da
d

da
dϕ  4.46 
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e dalla 4.11 segue che nel caso in esame è una costante del moto la grandezza: 
 

 Lq
q
LE j

j −
∂
∂

=  4.47 

 
manifestamente associata al sistema nel suo complesso. La grandezza E definita genericamente dal-
la relazione: 
 

 Lq
q
LE j

j −
∂
∂

=          4.48 

 
ovvero, per la 4.40, dalla relazione: 
 

  4.49 LqpE
n

j

jj −= ∑
=1

 
è detta energia totale del sistema. Essa, come abbiamo dimostrato, è una costante del moto qualora 
l’integrale d’azione S[L] sia invariante sotto l’azione del gruppo  caratterizzato dalle 4.44 – 4.45. 
Al fine di stabilire quali condizioni debbono essere soddisfatte dalla lagrangiana L affinché E sia 
una costante del moto, deriviamo rispetto al tempo ambo i membri della 4.47. Si ha: 

aG

 

  
td
Ldq

q
Lq

q
L

td
d

td
Ed j

j
j

j −
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=  4.50 

 
Ma le funzioni )(tq j  sono per ipotesi soluzione delle equazioni del moto del sistema e quindi: 
 

  jj q
L

q
L

td
d

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂  4.51 

 
Inoltre si ha: 
 

  
t
Lq

q
Lq

q
L

td
Ld j

j
j

j ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  4.52 

 
Possiamo perciò concludere che:  
 

  
t
L

td
Ed

∂
∂

=  4.53 

 
Ne segue che l’energia totale E del sistema è una costante del moto solo se la lagrangiana L non di-
pende esplicitamente dal tempo.  
 
 Come abbiamo detto, il teorema di Noether consente di stabilire dei criteri per definire lagran-
giane rispondenti ad assegnate legge di conservazione. In effetti quanto sopra ottenuto mostra ad 
esempio che se si richiede la conservazione dell’energia totale, allora la lagrangiana non deve con-
tenere esplicitamente il tempo. La portata del teorema è però molto più vasta, tuttavia uno studio 
approfondito della questione esula dai fini del presente scritto in quanto coinvolge i metodi generali 
relativi alla formulazione assiomatica delle teorie fisiche.  
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5. SISTEMI LAGRANGIANI NON DEGENERI 
 
 Si dice che un sistema lagrangiano è non degenere se il determinante hessiano della funzione 
lagrangiana L rispetto alle  è sempre non nullo, cioè se per ogni valore delle coordinate lagran-
giane scelte, risulta: 

jq

 
 

  0

2

2

2

1

2

2

2

22

2

12

2

1

2

21

2

11

2

≠

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

nnnn

n

n

qq
L

qq
L

qq
L

qq
L

qq
L

qq
L

qq
L

qq
L

qq
L

 5.1 

 
 
Per i sistemi lagrangiani non degeneri si hanno alcune importanti particolarità. Le principali sono le 
seguenti, delle quali la prima è quella principale in quanto da essa discendono anche le altre: 
 
(1) Le velocità generalizzate  possono sempre essere scritte come funzione delle coordinate la-

grangiane  e dei corrispondenti momenti cinetici .  

jq
jq jp

 
(2) Le equazioni del moto possono sempre essere scritte in forma normale rispetto alle . jq
 
(3) Le equazioni del moto possono sempre essere scritte in una particolare forma normale del primo 

ordine particolarmente simmetrica, che prende il nome di forma canonica.  
 
 La proprietà (1) significa che il sistema di equazioni algebriche: 
 

  j

kk
j

q
tqqLp

∂
∂

=
),,(           (j = 1, 2, …, n) 5.2 

 
è invertibile rispetto alle , per cui si può scrivere: jq
 
             (j = 1, 2, …, n) 5.3 ),,( tpqq kkjj ψ=
 
dove  sono delle funzioni di classe  la cui espressione dipende da quella della lagrangiana L. 
Questa circostanza implica peraltro che lo stato del sistema può essere anche individuato dalle cop-
pie ordinate ( .  

jψ 1C

jj pq , )
  
 La proprietà (2) significa che le equazioni esplicite del moto possono essere scritte nella forma 
seguente: 
 
            (j = 1, 2, …, n) 5.4 ),,( tqqFq kkjj =
 
dove  sono delle opportune funzioni jF  la  cui  espressione  dipende  da  quella  della  lagrangiana  L.  
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Questa circostanza implica peraltro che la conoscenza dello stato iniziale del sistema fornita dalla 
coppia ordinata  non richiede eventuali condizioni sui valori delle costanti  e . Si veda 
a questo proposito quanto detto al termine del paragrafo 2.   

),( 00
jj qq jq0

jq0

  
 La proprietà (3) significa che le equazioni del moto, che in base alle 2.6 costituiscono un siste-
ma differenziale di n equazioni del secondo ordine, possono anche scriversi come un sistema diffe-
renziale di  equazioni del primo ordine di forma normale e particolare struttura. Infatti, utiliz-
zando come incognite le coordinate lagrangiane ed i corrispondenti momenti cinetici coniugati 

 ed introducendo la funzione: 

n2
jq

jp
 

  
),,(

1
)],,([),,(

tpqq
kk

n

k

kkkk
hhkktqqLqptpqH

ψ=
=

−= ∑  5.5 

 
risulta che le equazioni del moto del sistema assumono la forma seguente, detta canonica (o hamil-
toniana per ragioni che risulteranno chiare dallo studio del cosiddetto formalismo hamiltoniano): 
 

  j
j

p
Hq

∂
∂

=                  (j = 1, 2, …, n) 5.6 

 

  j
j

q
Hp

∂
∂

−=                 (j = 1, 2, …, n) 5.7 

 
Per risolvere un problema concreto alle equazioni 5.6 – 5.7 devono essere associate condizioni ini-
ziali della forma seguente: 
 
       ;                 (j = 1, 2, …, n) 5.8 jj qq 0)0( = jj pp 0)0( =
 
con  valori costanti arbitrari che, come si è detto in precedenza, rappresentano lo stato inizia-
le del sistema. Sia (

jj pq 00 ,
)(),( tptq jj ) la soluzione del problema differenziale 5.6 ÷ 5.8 (supposta esi-

stente ed unica). Allora la coppia ordinata ( )(),( tptq jj ) descrive l’evoluzione dello stato del siste-
ma a partire dallo stato .  ),( 000

jj pqx =
 
Dimostrazione della proprietà (1) 
 
 Per dimostrare la proprietà (1) occorre avvalersi del teorema di Dini (v. ad esempio L. Amerio, 
Analisi Matematica Vol. 2, UTET, Cap. 2, § 4, pag. 105) che nel caso in esame si può enunciare nel 
modo seguente: 
 

Teorema 5.1   Teorema di Dini (per i sistemi di equazioni) 
Sia dato il seguente sistema di n equazioni nelle  variabili , , ed r parametri  (j = 1, 
2, …, n ; m = 1, 2, …, r): 

n2 jp jq mα

 
                (j = 1, 2, …, n) 5.9 0),,( =mkkj qpf α
 
 Allora, se: 
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(a) le funzioni sono di classe  in un dominio aperto A del loro insieme di definizione, jf 1C



(b) il sistema 5.9 ha in A una radice z . 
(c) il determinante jacobiano delle funzioni  rispetto alle variabili  è diverso da zero in 

corrispondenza della radice 

jf jq
z , 

 
 esiste un opportuno intorno di z  nel quale il sistema 5.9 è univocamente risolubile rispetto alle 

variabili  per cui in tale intorno le 5.9 definiscono implicitamente le  come funzione delle 
 e dei parametri . Queste funzioni sono di classe .  

jq jq
jp mα 1C

 
Per dimostrare la proprietà (1) dei sistemi lagrangiani non degeneri utilizzando il teorema di Dini 
sopra enunciato, osserviamo che nel caso in esame i parametri  devono identificarsi con le coor-
dinate lagrangiane ed il tempo e che (v. 5.2): 

mα

 

  j
j

j p
q
Lf −

∂
∂

=            (j = 1, 2, …, n) 5.10 

 
Le funzioni  definite dalla 5.10 sono di classe  sul loro intero insieme di definizione poiché 
per ipotesi L è una funzione di classe , inoltre il sistema di equazioni da esse formato ammette 
sempre una radice comunque siano fissati i valori di  e t: basta infatti risolvere il sistema ri-
spetto alle . Consideriamo ora la condizione sul determinante jacobiano delle funzioni  rispet-
to alle variabili . Essa si traduce in una analoga condizione sul determinante hessiano della fun-
zione lagrangiana L rispetto alle , infatti: 

jf 1C
2C

jj qq ,
jp jf

jq
jq

 

  jk
j

jkk

j

qq
Lp

q
L

qq
f

∂∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ 2

         (j, k = 1, 2, …, n) 5.11 

 
Possiamo così concludere che se la lagrangiana L è tale da verificare la condizione 5.1 allora per il 
sistema: 
 

  j

kk
j

q
tqqLp

∂
∂

=
),,(          (j = 1, 2, …, n) 5.12 

 
sono sempre verificate le ipotesi del teorema di Dini rispetto alla coppia  e di conseguenza 
il sistema in esame definisce implicitamente le  come funzione delle , nonché delle  e del 
tempo. Ciò consente di scrivere:  

),( jj qp
jq jp jq

 
             (j = 1, 2, …, n) 5.13 ),,( tpqq kkjj ψ=
 
dove  sono delle funzioni di classe . La proprietà (1) è quindi dimostrata.  jψ 1C
 
Dimostrazione della proprietà (2) 
 
 Per dimostrare la proprietà (2) ci si può avvalere della proprietà (1) o anche procedere diretta-
mente. Qui riportiamo entrambe le dimostrazioni.  
 
Approccio 1: utilizzo della proprietà (1) 
 
Derivando rispetto al tempo entrambi i membri delle 5.3, si ottiene: 
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t

tpqp
p

tpqq
q

tpqq
kkj

k
k

kkj
k

k

kkj
j

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
),,(),,(),,( ψψψ          (j = 1, 2, …, n) 5.14 

 
Ma, in forza delle equazioni del moto 2.6: 
 

  k

kk

k

kk
k

q
tqqL

q
tqqL

td
dp

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
=

),,(),,(            5.15 

 
quindi, oltre alle , anche le  sono delle funzioni delle  e di t. Ne segue che le equazioni 
5.14 sono in pratica delle equazioni della forma seguente: 

kp kp jj qq ,

 
            (j = 1, 2, …, n) 5.16 ),,( tqqFq kkjj =
 
dove  sono delle opportune funzioni la jF  cui  espressione  dipende  da  quella  della  lagrangiana  L. 
La proprietà (2) è quindi dimostrata.  
 
Approccio 2: procedura diretta 
 
Con l’Approccio 1 si è dimostrata la proprietà (2) ma tuttavia non si è trovata la forma esplicita del-
le equazioni 5.4. La procedura diretta consente anche questo. Per dimostrare la proprietà (2) me-
diante procedura diretta, scriviamo in forma esplicita le equazioni del moto 2.6. Calcolando le deri-
vate della funzione L ed ordinando, si ottengono le equazioni qui sotto riportate: 
 

  0
222

=
∂
∂

−
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
jj

k
kj

k
kj q

L
tq

Lq
qq

Lq
qq

L         (j = 1, 2, …, n) 5.17 

 
Introduciamo ora le seguenti due matrici nn× , la prima delle quali simmetrica e non singolare (in 
forza della 5.1): 
 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂

∂
= kj

hh

qq
Ltqq

2

),,(A         ;      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂

∂
= kj

hh

qq
Ltqq

2

),,(B  5.18 

 
ed i seguenti tre vettori colonna: 
 

          ;            ;      5.19 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nq

q
q

2

1

q

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nq

q
q

2

1

q

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂∂−∂∂∂

∂∂−∂∂∂
∂∂−∂∂∂

=

nn

hh

qLtqL

qLtqL
qLtqL

tqq

/)/(

/)/(
/)/(

),,(

2

222

112

c

 
 
Allora con le notazioni ora introdotte le equazioni 5.17 si possono scrivere nella seguente forma 
matriciale: 
 
   5.20 0),,(),,(),,( =++ tqqtqqtqq kkkkkk cqBqA
 
Poiché A è una matrice non singolare, si può moltiplicare la 5.20 a sinistra per l’inversa della matri-
ce A dopo di che si ottiene l’equazione matriciale: 
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   5.21 )],,(),,([),,(1 tqqtqqtqq kkkkkk cqBAq +−= −

 
La 5.21 mostra che le equazioni del moto possono essere scritte in forma normale e ne definisce an-
che l’espressione. La proprietà (2) è quindi dimostrata.  
 
Dimostrazione della proprietà (3) 
 
 Innanzitutto osserviamo che la possibilità di utilizzare come equazioni del moto un sistema dif-
ferenziale di  equazioni del primo ordine di forma normale, discende direttamente dalla proprietà 
(2). Infatti, ponendo: 

n2

 
              (j = 1, 2, …, n) 5.22 jj qz =
 
il sistema differenziale del secondo ordine 5.4 risulta equivalente al seguente sistema differenziale 
del primo ordine: 
 
                             (j = 1, 2, …, n) 5.23 jj zq =
 
             (j = 1, 2, …, n) 5.24 ),,( tzqFz kkjj =
 
Il cambiamento di variabili 5.22 non è però il solo che consenta di ricondurre le equazioni del moto 
ad un sistema differenziale del primo ordine in forma normale. Infatti, tenendo conto che in forza 
delle equazioni 2.6: 
 

  j

kk

j

kk
j

q
tqqL

q
tqqL

td
dp

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
=

),,(),,(            (j = 1, 2, …, n) 5.25 

 
dalle 5.2 e 5.3 segue che un sistema differenziale del tipo cercato è anche il seguente: 
 
       (j = 1, 2, …, n) 5.26 ),,( tpqq kkjj ψ=
 

  
),,(

),,(

tpqq
j

kk
j

hhkkq
tqqLp

ψ=
∂

∂
=    (j = 1, 2, …, n) 5.27 

   
Orbene, si può dimostrare che è proprio questo il sistema differenziale del primo ordine rappresen-
tato dalle 5.6 e 5.7. Risulta infatti che introdotta la funzione: 
 

  
),,(

1
)],,([),,(

tpqq
kk

n

k

kkkk
hhkktqqLqptpqH

ψ=
=

−= ∑  5.28 

 
si ha:  
 

  ),,( tpq
p
H kkj

j ψ=
∂
∂      ;    

),,(

),,(

tpqq
j

kk

j
hhkkq

tqqL
q
H

ψ=
∂

∂
−=

∂
∂           (j = 1, 2, …, n) 5.29 

 
Si noti che la funzione H definita dalla 5.28 non è altro che l’energia totale E del sistema espressa 
per mezzo delle variabili  e t. Infatti (v. 4.49): jj pq ,
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   5.30 ∑
=

−=
n

k

kkkk tqqLqpE
1

),,(
 
e quindi: 
 
  

),,( tpqq hhkkEH
ψ=

=  5.31 

 
Per dimostrare la proprietà (3) si possono seguire diversi approcci, tutti essenzialmente basati sulla 
proprieà (1). Oltre all’approccio diretto a cui sopra accennato, ci si può avvalere infatti del  teorema 
di Donkin (v. ad esempio [4]), della trasformata di Legendre (v. ad esempio [13]) oppure della teo-
ria dei differenziali totali (v. ad esempio [5]). In questo scritto mostreremo l’uso di tutte le quattro 
tecniche ora citate.  
 
Approccio 1: procedura diretta 
 
Per dimostrare la proprietà (3) con la procedura diretta basterebbe verificare che la funzione H defi-
nita dalla 5.28 implica le equazioni 4.29. Questo modo di procedere tuttavia non consente di mettere 
in luce perché la funzione H debba avere la forma 5.28. Adottiamo quindi una via più generale, cer-
cando, se esiste, una funzione  attraverso la quale si possano esprimere come gradiente 
le funzioni  che compaiono a secondo membro delle 5.26, cioè tale che: 

),,( tpqH kk

jψ
 

  j
j

p
H

∂
∂

=ψ             (j = 1, 2, …, n) 5.32 

 
Le 5.32 rappresentano una condizione plausibile in quanto le funzioni  si ottengono invertendo il 
sistema 5.2 rispetto alle .  

jψ
jq

 
Poniamo genericamente: 
 
  

),,(
),,,(),,(

tpqy
kkkkk

hhkktypqFtpqH
ψ=

=  5.33 

 
e vediamo se è possibile trovare una espressione di F in modo tale che siano soddisfatte le 5.32. 
Dalla 5.33 si ha: 
 

  j

k

y
k

y
jj py

F
p
F

p
H

kkkk ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

==

ψ

ψψ

           (j = 1, 2, …, n) 5.34 

 

  j

k

y
k

y
jj qy

F
q
F

q
H

kkkk ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

==

ψ

ψψ

             (j = 1, 2, …, n) 5.35 

 
e le condizioni 5.32 risultano quindi verificate se F soddisfa al seguente sistema differenziale alle 
derivate parziali (che segue dalle 5.34): 
 

  j
j

k

kj y
p
y

y
F

p
F

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂            (j = 1, 2, …, n) 5.36 

 
Poiché interessa una soluzione qualsiasi del sistema 5.36, assumiamo che F sia  data  dalla  somma  
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di due funzioni, di cui una non dipendente dalle ; scriviamo quindi: jp
 
   5.37 ),,,(),,(),,,( 21 typqFtyqFtypqF kkkkkkkk +=
 
Allora il sistema 5.36 prende la forma seguente: 
 

  j
jj

k

kk y
p
F

p
y

y
F

y
F

=
∂
∂

+
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂ 221             (j = 1, 2, …, n) 5.38 

 
e può essere soddisfatto imponendo che risulti identicamente: 
 

  021 =
∂
∂

+
∂
∂

jj y
F

y
F             (j = 1, 2, …, n) 5.39 

 

  j
j y

p
F

=
∂
∂ 2                     (j = 1, 2, …, n) 5.40 

 
La soluzione completa delle equazioni 5.40 è: 
 

   5.41 ),,(2
1

2 tyqfypF kk
n

k

kk += ∑
=

 
dove  rappresenta una funzione arbitraria. Utilizzando la 5.41, le 5.39 forniscono allora 
per la funzione  le equazioni: 

),,(2 tyqf kk

1F
 

  j

kk
j

j y
tyqfp

y
F

∂
∂

−−=
∂
∂ ),,(21          (j = 1, 2, …, n) 5.42 

 
che, essendo per definizione (v. 5.2 con la sostituzione formale ): kk yq →
 

  k

kk
j

y
tyqLp

∂
∂

=
),,(                       (j = 1, 2, …, n) 5.43 

 
possono anche scriversi nel modo seguente: 
 

  j

kk

j

kk

j y
tyqf

y
tyqL

y
F

∂
∂

−
∂

∂
−=

∂
∂ ),,(),,( 21            (j = 1, 2, …, n) 5.44 

 
La soluzione completa delle equazioni 5.44 è: 
 
   5.45 ),(),,(),,( 121 tqftyqftyqLF kkkkk +−−=
 
dove  rappresenta una funzione arbitraria. Così, dalla 5.37, segue che le condizioni 5.32 ri-
sultano soddisfatte solamente se nella 5.33 si assume: 

),(1 tqf k
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   5.46 ),(),,( 1
1

tqftyqLypF kkk
n

k

kk +−= ∑
=

 
dove  è una funzione arbitraria. Dalle 5.35 si ha poi immediatamente (eseguendo la sostitu-
zione formale ): 

),(1 tqf k

kk qy →
 

  j

k

tpqq
j

kk

j q
tqf

q
tqqL

q
H

hhkk ∂
∂

+
∂

∂
−=

∂
∂

=

),(),,( 1

),,(ψ

          (j = 1, 2, …, n) 5.47 

 
Possiamo quindi concludere che se si considera nulla la funzione , cioè se si assume: 1f
 

  
),,(

1
)],,([),,(

tpqq
kk

n

k

kkkk
hhkktqqLqptpqH

ψ=
=

−= ∑  5.48 

 
allora risulta: 
 

  j
kkj

p
Htpq

∂
∂

=),,(ψ                                (j = 1, 2, …, n) 5.49 

 

  j
tpqq

j

kk

q
H

q
tqqL

hhkk ∂
∂

−=
∂

∂

= ),,(

),,(

ψ

            (j = 1, 2, …, n) 5.50 

 
Le 5.49 e 5.50 ora dimostrate non sono altro che le 5.29. Resta quindi provato che introdotta la fun-
zione  definita dalle 5.5, il sistema differenziale 5.26 – 5.27 può essere scritto nella 
forma canonica 5.6 – 5.7. La proprietà (3) è quindi verificata. Si noti che questo risultato è stato ot-
tenuto utilizzando la sola condizione 5.32.  

),,( tpqH kk

 
Approccio 2: uso del teorema di Donkin 
 
Per dimostrare la proprietà (3) utilizzando il teorema di Donkin enunciamo innanzitutto questo teo-
rema (la cui dimostrazione può trovarsi ad esempio in [4], Cap. II, § 12, pag. 72). 
 

Teorema 5.2  Teorema di Donkin 
Sia F una funzione di classe  di n variabili ed r parametri , (j = 1, 2, …, n ; m = 1, 2, 
…, r), il cui determinante hassiano rispetto alle

2C jx mα
 

jx  è non nullo, e consideriamo il seguente si-
stema di n equazioni nelle 2n variabili , : jx jy
 

 0=
∂
∂

− j
j

x
Fy                  (j = 1, 2, …, n) 5.51 

 
Indichiamo quindi con  le funzioni che rappresentano le variabili tramite le ed i 
parametri , in forza della risolubilità del sistema 5.51 rispetto alle  per l’ipotesi assunta sul 
determinante hassiano di F: 

),( mkj y αψ jx jy
mα jx

 
 )             (j = 1, 2, …, n) 5.52 ,( mkjj yx αψ=
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Allora si ha: 
 

  j
mkj

y
Fy

∂
∂

=),( αψ                     (j = 1, 2, …, n)      5.53 

 
dove F  è la funzione così definita: 

 

  
),(

1

]),([),( mkjj yx

n

j

mjjjmj xFyxyF
αψ

αα
=

=
∑ −=  5.54 

 
Inoltre risulta: 

 

  
),( mkjj yx

mm
FF

αψαα
=

∂
∂

−=
∂
∂              (m = 1, 2, …, r) 5.55 

 
Per dimostrare la proprietà (3) dei sistemi lagrangiani non degeneri utilizzando il teorema di Donkin 
sopra enunciato, osserviamo innanzitutto che nel caso in esame i parametri  si devono identifica-
re con le coordinate lagrangiane ed il tempo; sarà quindi 

mα
1+= nr  e potremo assumere che 

 rappresentino le coordinate lagrangiane mentre  rappresenti il tempo. E’ poi altre-
sì evidente che nel caso in esame le variabili  si devono identificare con le velocità generalizzate 

 e che le variabili  si devono identificare con i momenti cinetici . Confrontando la 5.51 con 
la 5.2 si vede infine che la funzione F deve identificarsi con la funzione lagrangiana L. Ma allora la 
funzione 

nααα ...,,, 21 1+nα
jx

jq jy jp

F  non è altro che la funzione H definita dalla 5.28, le 5.54 sono il primo gruppo delle 
5.29 mentre le 5.55 con m = 1, 2, …, n, sono il secondo gruppo delle 5.29. Resta quindi provato che 
introdotta la funzione  definita dalle 5.5, il sistema differenziale 5.26 – 5.27 può essere 
scritto nella forma canonica 5.6 – 5.7. La proprietà (3) è quindi verificata. Si noti inoltre che nel ca-
so in esame dalle 5.55 con  risulta anche: 

),,( tpqH kk

1+= nm
 

  
),,( tpqq hhjjt

L
t
H

ψ=
∂
∂

−=
∂

∂  5.56 

 
Questa relazione non deve stupire in quanto, come si è detto, la funzione H  rappresenta l’energia 
totale del sistema. Per una interpretazione più dettagliata della 5.56 si veda l’Approccio 4 alla dimo-
strazione della proprietà (3).  
 
Approccio 3: uso della trasformata di Legendre 
 
Per dimostrare la proprietà (3) utilizzando la trasformata di Legendre ricordiamo innanzitutto in co-
sa consiste questa trasformata ed enunciamo il suo teorema fondamentale. Per maggiori dettagli 
sull’argomento si veda ad esempio [13], Cap. 1, § 7, pag. 1.85 e relativa Appendice 1, pag. 1.97.  
 

Definizione 5.1  Trasformata di Legendre 
Sia f una funzione di classe  di n variabili  ed r parametri , (j = 1, 2, …, n ; m = 1, 2, 
…, r), avente determinante hassiano rispetto alle  non nullo e consideriamo il seguente siste-
ma di n equazioni nelle 2n variabili , : 

2C jx mα
jx

jx jy
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 0=
∂
∂

− j
j

x
fy                  (j = 1, 2, …, n) 5.57 

 
Si dice trasformata di Legendre della funzione f  rispetto alle variabili  la funzione jx f  così 
definita: 

 

  ∑
=

=
−=

n

j
yx

mjjjmj
mkjjxfyxyf

1
),(

]),([),(
αψ

αα  5.58 

 
 dove con  si sono indicate le funzioni che rappresentano le variabili tramite 

le ed i parametri  in forza della risolubilità del sistema 5.57 rispetto alle  per l’ipotesi 
assunta sul determinante hassiano di f.  

),( mkj y αψ jx
jy mα jx

 
 

Teorema 5.3  Teorema fondamentale della rasformata di Legendre 
Sia f una funzione di classe  di n variabili  ed r parametri , (j = 1, 2, …, n ; m = 1, 2, 
…, r), avente determinante hassiano rispetto alle  non nullo e sia 

2C jx mα
jx ),( mjyf α  la trasformata di 

Legendre della funzione f  rispetto alle variabili : jx
 

  ∑
=

=
−=

n

j
yx

mjjjmj
mkjjxfyxyf

1
),(

]),([),(
αψ

αα  5.59 

 
dove con  si sono indicate le funzioni che rappresentano le variabili  per mezzo 
delle e dei parametri , ottenute risolvendo rispetto alle  il seguente sistema di n equa-
zioni nelle 2n variabili , : 

),( mkj y αψ jx
jy mα jx

jx jy
 

 0=
∂
∂

− j
j

x
fy                  (j = 1, 2, …, n) 5.60 

 
Allora si ha: 

 

  ),( mkj
j y

y
f αψ=

∂
∂          ;         

),( mkjj yx
mm
ff

αψαα
=

∂
∂

−=
∂
∂  5.61 

 
Per dimostrare la proprietà (3) dei sistemi lagrangiani non degeneri utilizzando la tecnica della tra-
sformata di Legerndre, osserviamo innanzitutto che nel caso in esame i parametri  si devono i-
dentificare con le coordinate lagrangiane ed il tempo; sarà quindi 

mα
1+= nr  e potremo assumere che 

 rappresentino le coordinate lagrangiane mentre  rappresenti il tempo. E’ poi altre-
sì evidente che nel caso in esame le variabili  si devono identificare con le velocità generalizzate 

 e che le variabili  si devono identificare con i momenti cinetici . Confrontando la 5.57 con 
la 5.2 si vede infine che la funzione f deve identificarsi con la funzione lagrangiana L. Ma allora la 
funzione 

nααα ...,,, 21 1+nα
jx

jq jy jp

f  non è altro che la funzione H definita dalla 5.28, il primo gruppo delle 5.61 è il primo 
gruppo delle 5.29 mentre il secondo gruppo delle 5.61 con m = 1, 2, …, n, è il secondo gruppo delle 
5.29. Resta quindi provato che introdotta la funzione  definita dalle 5.5, il sistema diffe-),,( tpqH kk
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renziale 5.26 – 5.27 può essere scritto nella forma canonica 5.6 – 5.7. La proprietà (3) è quindi veri-
ficata. Si noti inoltre che nel caso in esame dal secondo gruppo delle 5.61 con  risulta an-
che: 

1+= nm

 

  
),,( tpqq hhjjt

L
t
H

ψ=
∂
∂

−=
∂

∂  5.62 

 
Questa relazione non deve stupire in quanto, come si è detto, la funzione H  rappresenta l’energia 
totale del sistema. Per una interpretazione più dettagliata della 5.62 si veda l’Approccio 4 alla dimo-
strazione della proprietà (3).  
 
Approccio 4: uso della teoria dei differenziali totali 
 
Per dimostrare la proprietà (3) utilizzando la teoria dei differenziali totali, ricordiamo innanzitutto 
che la funzione H definita dalla 5.5 non è altro che l’energia totale E del sistema espressa per mezzo 
delle variabili  e t. Infatti (v. anche 5.30 – 5.31): jj pq ,
 

   5.63 ∑
=

−=
n

j

kkjj tqqLqpE
1

),,(

 
e quindi: 
 
  

),,( tpqq hhkkEH
ψ=

=  5.64 

 
Differenziando E si ha:  
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∂
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        dt
t

tqqLdqpdpq
kkn

j

jj
n

j

jj

∂
∂

−−= ∑∑
==

),,(
11

 5.65 

 
Infatti, per definizione: 
  

  j
j p

q
L

=
∂
∂                                           (j = 1, 2, …, n) 5.66 

 
e per le equazioni del moto 2.6: 
 

  jj
jj pp

td
d

q
L

dt
d

q
L

≡=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂ )(           (j = 1, 2, …, n) 5.67 
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D’altra parte, differenziando H si ha: 
 

  dt
t
Hdp

p
Hdq

q
HdH k

k
k

k ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  5.68 

 
Confrontando la 5.65 con la 5.68 che rappresentano entrambe, con variabili diverse, la medesima 
grandezza, si ottengono allora le seguenti equazioni: 
 

  j
j

p
Hq

∂
∂

=             (j = 1, 2, …, n) 5.69 

 

  j
j

q
Hp

∂
∂

−=     (j = 1, 2, …, n) 5.70 

 
e la condizione: 
  

  
),,(

),,(

thphqkkq
t

tqqL
t
H kk

ψ=
∂

∂
−=

∂
∂  5.71 

 
La proprietà (3) è quindi dimostrata. Resta inoltre chiarito appieno il significato della condizione 
5.71 dalla quale segue peraltro che l’energia totale del sistema è una costante del moto se la funzio-
ne H non contiene esplicitamente il tempo (v. anche 4.53).   
 
 
6. SISTEMI MECCANICI NATURALI 
 
 Si dice sistema meccanico naturale un sistema meccanico costituito da un numero finito punti 
materiali soggetti a vincoli olonomi, lisci e bilateri.  
 
 Come è noto, la configurazione di un tale sistema, in virtù della presenza dei vincoli che sono 
rappresentabili mediante un certo numero di equazioni indipendenti della forma: 
 
                (a = 1, 2, …, s   ;  0),...,,,( 11 =tf ra rrr rs 3< ) 6.1 
 
dove con , si sono indicati i vettori posizione dei punti materiali del sistema (supposti in 
tutto r), può essere descritta da un certo numero di parametri ,  j = 1, 2, …, n,  n = 3r – s.  In ter-
mini di questi parametri l’energia cinetica T del sistema risulta allora, in generale, un polinomio di 
secondo grado delle derivate delle  rispetto al tempo, la cui forma quadratica associata è definita 
positiva. In effetti, si può dimostrare che, in generale: 

rrrr ...,,, 11
jq

jq

 

  )()()(
2
1 kik

i
jik

ij qcqqbqqqaT ++=  6.2 

 
dove  e c sono delle funzioni delle  la cui espressione dipende dai vincoli; la matrice costi-
tuita dalle funzioni è definita positiva. Inoltre, qualora i vincoli siano anche scleronomi, cioè non 
dipendenti dal tempo, allora l’energia cinetica del sistema assume la forma più semplice: 

iij ba , jq

ija
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  jik
ij qqqaT )(

2
1

=  6.3 

 
dove le funzioni  costituiscono sempre una matrice definita positiva.  ija
 
 In termini delle  le forze che agiscono sul sistema risultano rappresentate mediante n funzioni 
delle  ed, in generale, delle  e del tempo. Queste funzioni sono dette forze generalizzate e qui 
le indicheremo col simbolo ; come si è detto, in generale: 

jq
jq jq

jQ
 
             (j = 1, 2, …, n) 6.4 )

)

,,( tqqQQ kkjj =
 
 Partendo dal principio di D’Alembert si può allora dimostrare che se il sistema di punti materiali 
è soggetto a forze generalizzate di tipo conservativo cioè derivanti come gradiente da un poten-
ziale : 

jQ
,( tqUU k=

 

  j
j

q
UQ

∂
∂

=       (j = 1, 2, …, n) 6.5 

 
 allora esso è un sistema lagrangiano, con lagrangiana della forma: 
 
   6.6 UTL +=
 
Più in generale si può poi dimostrare che un sistema meccanico naturale è un sistema lagrangiano 
con lagrangiana 6.6, se esso è soggetto a forze generalizzate esprimibili per mezzo di una fun-
zione , detta potenziale generalizzato, attraverso le seguenti relazioni: 

jQ
),,( tqqUU kk=

 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= jj
j

q
U

td
d

q
UQ  (j = 1, 2, …, n) 6.7 

 
A titolo d’esempio, diciamo che rientrano nel caso ora considerato i sistemi naturali soggetti alle 
cosiddette forze generalizzate giroscopiche. 
 
 Le condizioni 6.5, o più in generale le condizioni 6.7 (che contengono le 6.5 come caso partico-
lare), definiscono la classe dei sistemi meccanici naturali ai quali è applicabile il formalismo la-
grangiano. Come si può notare, il formalismo lagrangiano non risulta applicabile a varie classi di 
sistemi meccanici naturali; in particolare non è applicabile ai sistemi in cui si manifestano fenomeni 
dissipativi. In ogni caso comunque, la lagrangiana dei sistemi meccanici naturali per i quali il for-
malismo è applicabile è manifestamente non degenere. Infatti il determinante hessiano di L coincide 
con quello della energia cinetica T (v. 6.6, 6.2 e 6.7) e quindi è senz’altro non nullo, in quanto, co-
me si deduce dalla 6.2, il determinante hessiano di T  ha per elementi le funzioni . Ricordiamo a 
tale proposito che gli autovalori di una matrice definita positiva sono tutti reali e positivi e quindi 
che il determinante della matrice, il cui valore coincide con il prodotto degli autovalori della matrice 
stessa, è senz’altro non nullo.  

ija

 
 Per maggiori approfondimenti sui sistemi meccanici naturali e la dimostrazione di quanto ora 
detto, rimandiamo alla bibliografia ed in particolare a [4], [5] e [13].  
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